Ch4 : Nombres complexes (TS)

NOMBRES COMPLEXES

[. INTRODUCTION ET DEFINITION

Tous les nombres positifs ont une racine carrée, par exemple, 9 a pour racine 3 et -3 et 2 a pour racine'\/§ et \/E
Par contre, aucun réel négatif n'a de racine (réelle).
C'est pour pallier a cette discrimination que furent créer les nombres complexes.

Le nombre i:
On appelle i un nombre dont le carré est —1. On décréte que i est la racine de -1. Ainsi : i”=-1
De plus, son opposé -i a aussi pour carré -1. En effet : (-i)2 =[(-1) x i]2 = (-1)2 xi?=-1

Conclusion : Les deux racines de -1 sont deux nombres irréels i et -i.
Le nombre i est appelé nombre imaginaire.
L forme factorisée de x*+1 est (X +i).(x - i)

Un peu d'histoire : le nombre i a longtemps été noté \/—1 pour la raison évidente que i a pour carré -1.
La notation 7 fut introduite par Euler en 1777, puis reprise par Gauss au début du XIXéme siécle. Cependant le premier
a parler de nombre imaginaire fut le trés cartésien Descartes en 1637.

Remarques

* IN estlI'ensemble des entiers naturels. C'est I'ensemble des entiers positifs ou nuls.
Dans IN I'équation x + 1 =0 n'a pas de solution.
Cette équation a une solution notée -1, élément de I'ensemble Z.

» Z estl'ensemble des entiers relatifs. C'est 'ensemble des entiers positifs, négatifs ou nuls.

IN est contenu dans Z, ce que l'onnote INO Z.
Dans Z l'équation 2x =1 n'a pas de solution.

Cette équation a une solution notée % , élément de I'ensemble Q.

@ estl'ensemble des nombres rationnels.
C'est I'ensemble de tous les nombres de la forme g avecpOZ et qO Z*.

@ contient Z. Onadonc NOZOQ.
Dans @ l'équation x%=2 n'a pas de solutions.

Cette équation a deux solutions notées \/E et /2 , éléments de I'ensemble IR.

* IR estl'ensemble des nombres réels. C'est I'ensemble des abscisses de tous les points d'une droite.
IR contient ® .Onadonc INOZOQ OIR.
Dans IR I'équation x%=-1 n'a pas de solutions.
Cette équation a deux solutions notées i et -i, solutions de I'ensemble C.

» Cestl'ensemble des nombres complexes.
C'est I'ensemble des nombres de la forme a+ib avecaOIR et b O IR
Ccontient IR.Onadonc INOZOQ OIRDOC.
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Définition

On appelle corps des nombres complexes, et on note € un ensemble contenant IR tel que :

¢ |l existe dans € un élément noté i tel que i = -1.

e Tout élément de € s'écrit sous la forme a +ib , ou a et b sont des réels.

* € est muni d'une addition et d'une multiplication qui suivent les mémes régles de calcul que celles

connues dans R
Un nombre complexe sera souvent représenté par la lettre z.

Nombres complexes particuliers

Soit un nombre complexe z=a+ib avecalIR et bOIR.

e sib=0,ona z=a, zestunréel

* sia=0,o0na z=ib, onditque zestunimaginaire pur (on dit parfois simplement imaginaire).

Remarques

» IR correspond a I'ensemble des points sur une droite.

Un nombre réel x correspond au point d'abscisse x sur la droite.
On peut donc toujours comparer deux nombres réels.

» C, ensemble des nombres a+ib aveca IR et b OIR correspond a I'ensemble des points d'un plan.
Un nombre complexe a +ib aveca IR et b O IR correspond au point du plan de coordonnées (a ; b).
On ne peut donc pas comparer deux nombres complexes : il n'y a pas de relation d'ordre dans C.

On ne peut donc pas dire qu'un nombre complexe z est inférieur & un nombre complexe z' ou qu'un
nombre complexe z est positif (c'est-a-dire supérieur a 0).

Définition :
Soit un nombre complexe z.

L'écriture z=a + ib, ou a et b sont des réels, est appelée forme algébrique du nombre complexe z.
a est appelé partie réelle de z, et b partie imaginaire de z : on note a =Re(z) et b=Im(z).

Remarque

* La partie réelle de z et la partie imaginaire de z sont des nombres réels.

Propriété :
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire.
C'est-a-dire que si a, b, a', b’ sont des réels, on a

. . a=a
a+ib=a+ib < (a;b)=(;b) = {b=b‘
Exercice 01
Soit z=2+3i ; z'=1i-5.
Calculer et écrire sous la forme algébrique z+ z' ; z-z' ; 2z-3z ; zz' ; Z2

z+72' =2+3i+i-5=-3+4i
2-2=2+3i-(i-5)=2+3i-i+5=7+2i
22-37=2(2+3i)-3(-5)=4+6i-3i+15=19 + 3i

77 = (2 +3i)(i-5)=2i-10+ 3i2-15i =2i - 10 - 3 - 15i = - 13 - 13i
722=(2+3i)2=22+2x2x3i+(3)2=4+12i +9i2=4+12{ -9 =-5+ 12i

Exercice 02

1
+ 2i
1 1

29 Déterminer la forme algébrique des nhombres comp lexes : ﬁ ; 3 ; n

19 Calculer (3 + 2i)(3 - 2i). En déduire la forme  algébrique de

(utiliser I'expression conjuguée).

19(3+2)(3-2i))=(3)2--(2)2=9-(-4)=9+4=13
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La forme algébrique de
29 La forme algébrique de
La forme algébrique de

La forme algébrique de

. REPRESENTATION GRAPHIQUE

Un nombre complexe est formé de deux nombres réels. Or deux nombres réels forment un couple de
coordonnées. Ainsi, si le plan est muni d'un repére orthonormé on peut repérer tout point par un nombre
complexe.

a) Affixe

Définition :
On se place dans le plan rapporté & un repére orthonormal direct (O;u,V) .
m Au point M de coordonnées (a ; b) , on peut associer le nombre complexe z = a + ib.
On dit que z = a +i b est I'affixe de M
O
m Auvecteur V de coordonnées (a ; b), on peut associer le nombre complexe z = a + ib.
O -
On dit que z = a + ib est l'affixe de V

m Lorsqu'on repére un point ou un vecteur par son affixe dans un repére orthonormal direct, on dit qu'on se
place dans le plan complexe.

Exercice 03

Placer dans le plan complexe, les points d'affixes

21:2_+3' ; 22:3+| ;.23:-1+2| ; 24:2-| s Z =
z.=- ; z,=1  z,=-i-3 ; 29=2z7-32) ; z10 = 23(24 - 22)

Propriétés

Si M a pour affixe z=a +ib et si M'a pour affixe ' =a’'+ib', avec a, b, a', b’ réels, alors
» le vecteur ?/IIVI’ apour affixe z'-z=(a-a)+ (b -b)i

. om= [0 |-+ 2

. MM = ||E/||\Z' |=v@ - a2+ b -b)2

* le milieu | de [MM'] a pour affixe z = z

+Z

o~ o O- O-
Si V apour affixe z et V' pour affixe Z, alors V + V' apour affixe z +Z.

O
Sik estun réel, alors k V a pour affixe kz.

b) Conjugué

Définition
Soit z un nombre complexe de forme algébrique a + ib.
On appelle conjugué de z le nombre complexe noté z tel que z = a - ib.

Remarque

- . . . . Q - N .
Si M est le point d'affixe z, le point M' d'affixe z est symétrique de M par rapport a I'axe des abscisses.
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Exercice 04

Etant donné un point M d'affixe z=a+ib,avec aetb réels.
Placer e le point M' d'affixe z'=a-ib,

e le point M" d'affixe z"=-a +ib,

e le point M" d'affixe z"=-a-ib=-z.

Exercice 05
Soit z=3+5i et z'=-2+3i.

0 , . g 0 . : g g e
Calculer z ; 2 ; z+27z ;z+2 ; z+272" ; z.Z ; 22" ; zz
Z=3-5i
7’ =-2-3i

Z+72'=3-5{-2-3i=1-8i
Zz+Z=3+51-2+3i=1+8i

Z = 1+8 =1 -8i

Z+

0o O

zz=(3 5i)(-2 - 3i) = -6 - 9i + 10i +15i2= -6 +i- 15 = 21+1
7 = (3 +5i)(-2 + 3i) = -6 + 9 - 10i +15i2=-6-1- 15=-21 -

§= 21 -7 =-21+i

Propriétés

Pour tous nombres complexes zetz, on a:

-
s Z =2
O
e Zz.z estun réel posmf
o 0 O O — 00
e z+7Z =Z2+7Z7 -z =2-2 77 =7.Z
_ — O
. SizZ£0 (l)=é : (z) -z
Z z z z
z+37 z-7
+ Re(z) = . Im@) =%
@=%5 @)=

3 O
e zestréel = z=12z

Démonstrations :
Soient les nombres complexes écrits sous la forme algébrique : z=a + ibi etz =a' +ib".

e Z=a-ib donc z =a+ib=z
. 2.7- (a+ib)(a-ib) = a2 - (ib)2=aZ- (-b2) =a2 + b2 donc 2.7 estun réel positif .
e z+Z=a+ib+a +ib = (a+a’) +i(b+b))
comme (a+a’) et (b+b’) sont des réels, on obtient z2+7 = (a+a’) -i(b+b’)=a-ib+a -ib' = Dz +
« 7z =(a+ib)(@ +ib) = aa +iab' +iab + bb'iZ = (aa' - bb') + i(ab' + a'b)
comme (aa' - bb') et (ab’ + a'’b) sont des réels, on obtient 77 = (aa' - bb’) - i(ab’ + a'b).

N

D'autre part DZE' = (a-ib)(a' - ib') = aa' - iab' - ia'’b + bb'i2 = (aa' - bb') - i(ab' + a'b) donc zz' = %E'
- 1 1 a' - bl a' - bl a .- b
e SiZ#0 —= = = = i
Z a+bi (@+bi)@-bi) aZ+b? al+b?  aZ+b?
. b ) TN a b
Comme a et sont des réels, on en déduit (=) = i
a.2 + b.2 a.2 + b.2 ul (Z') a.z + b.z + a.z ¥ b-z
D'autre part 9' =a' - ib’, donc —r;Ir—= 1. a + bi _a+bi a2 | P b
Z a-bi @-bi)a +bi) aZ+b2 aZ+b2 a2+p2

Donc (l) =é
z 2
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e SiZ#0 (—) = (ZX%) =7Zx (zl) (d'aprés la propriété sur le produit)

=7Zx é (d'aprés la propriété précédente)
=

O
Z+ Z

+7 _a+bi+va-bi_2a z-7 _a+bi-(a-bi)_2bi_
2. 2 2 2i 2i 2i
Z, - atib=a-ib - a+ib-a+ib=0 - 2ib=0

=a=Re(z) ; b =Im(z)

e Z= = b=0 = Im(z)=0 = zréel
s Z=- = a+ib=-a+ib = 2a=0 < a=0 < Re(z)=0 = zimaginaire pur
Exercice 06
19 Ecrire sous la forme algébrique les nombres com plexes suivants :
1 . 4 . 2-i ) [ . 2 +i
2+7i ' \/E-i " 543 ’ 1-3i

i
29 Ecrire plus simplement le nombre complexe \/7 50, 2\/7 - 2i
27 -2 7 +5i
9 1 _ 2-7i _2-7 _2-7i _2 7.

2+71 (2+7i)(2-7i) 22-(7i)2 4+49 53 53

4 __ A3 +D) A3 +0)_ 463 +0) 408 ) _ 3,
VB i @B -)aE i) iz 3+l 4

2-1 _ (2-i)(5-3i) _10-6i-5i+3i2_10-11i-3_ 7 11,
5+3i (5+3i)(5 - 3i) 52 - (3i)2 25+9 34 34
i o__ i@@+3) _ i-3i2 _i+3_3 1.

1-3i (1-3i)(1+3Q) 12-(3)2 1+9 10 10
2+i_(+0)()_2i-1_; o
i i2 -1
2,)\/7+51+2\/7-21= (7 +5i)(7 +2i) _ (7 - 2)([7 - 5i)
217 -2i 7 +5i (27 -2)@\7 +2i)) 7 +5)R/7 - 5i)
_14+20[7i+10\7i-10 , 14 - 10\71 - 27i- 10
28+4 7+25

_4+127i 4-12\7i_8 _1
32 32 32 4

Ill. FORME TRIGONOMETRIQUE

Rappel b M@
Le plan étant rapporté & un repére orthonormal direct (O;u, V), soit
M un point de coordonnées (a ; b) .
Si M # O, on dit que (r ; 6) est un couple de coordonnées polaires de r

L O-
M lorsque:r=0M et 6= (u,OM) [2m]
Onaalors r=+ja2+b2 ; a=rcos® et b=rsind Y /o
Sizestl'affixede M, z=a+ib=rcos0+irsin®=r(cos6 +isin0)

O i a
a) Module

Définition

Tout nombre complexe non nul z peut-étre écrit sous la forme :
z=r(cosB +isin@), avec B8OIR et r O IR, , qui est une forme trigonométrique de z.
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Propriété
Si deux nombres complexes z et z' sont écrits sous forme trigonométrique :
z=r(cosO+isinB) et z'=r(cosO +isinB), ona:

L {r=r'
272 = le=e [21]

Définition
Soit le nombre complexe z de forme algébrique a + ib et soit M le point d'affixe z.

On appelle module de z le nombre réel positif r = OM =+/a? + b2
On note r = |z|

Remarque

La notation |z| ne risque pas de préter a confusion avec la notation de la valeur absolue puisque lorsque x
est un nombre réel, ona r=0M = |x].

Pour un réel x, | x| pourra étre lu indifféremment "valeur absolue de x" ou "module de x".

Pour un nombre complexe non réel z, | z| sera lu impérativement "module de z".

Exercice 07

19 Calculer le module de chacun des nombres comple Xes :
i

z, =3 +4i Z,=1-i z3=5-2 Z4=

zZg=i-4 Zg =i z;=-5 Zg = 22+22i
29 Donner les formes trigonométriques de :

z=1+i zz=\/§+i z3=1-i\/§ Zy=i

19
|Z1|=|3+41|=\/m=x/9+16 =425 =5
Zol = 11-1 =12+ (-1)2 =A[1+1 =2

) 52+<_l>2= o5 4+ L [101_\101
2 4 4 2

|z5| = [i-4|=]-4+1i| =A[(-4)% + 12 =~[17

lZgl = i]=]0+1i|=4/02+12 =A[1 =1

|z;l=1-5]=5 (-5 0O IRetlavaleur absolue de -5 est 5)

AR GRS

29 La forme trigonométrique de z est une écriture z =r(cos0 +isinB) avec r=0OM =|z| et B0IR

"zy=1+i ona alors ry=|z;| = OM; =/12+ 12 =12

On peut écrire z, =\/§(\/%+\l%i)=\/§(32@+52E1’)=\/5(cos£[+ising>

2
-z,=+/3 +i ona alors ry=|z,|=0M, = \[\/3 +12 =1[3+1 =+[4 =2
On peut donc écrire z; = 2 (32E +%1’) =2 (cosg+ isin g)
2
-z;=1-1/3 ona alors ry=|z3]=0M;="\/12+(~/3) =~[/1+3 =+[4 =2
On peut donc écrire z3=2[%+i(-3zgﬂ=2[cos ( §>+isin ( gﬂ

*z,=i ona alors ry=|z4]=0OM,=]i|=1

1.
Z3|=|5-=i
|3|‘ >

On peut écrire z,=1 (0 +1i)=1 (cos%” i sin g)
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Propriété

O - 0 -
Soit V unvecteur d'affixez,ona | V |=]z].

Soient A et B deux points d'affixes respectives zp et zg, on a AB = | zg - zp |-

Exercice 08

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonorma | direct (O;u,V) , on considére les points A et B
d'affixes respectives a=2-3i et b=5-i
Calculer les distances OA, OB et AB. En déduire la nature du triangle OAB.

Ona OA-=|a|=|2-3i|=422+(-3)2 =+/13
OB=|b|=|5-1|=1/52+ (-1)2 =/26
AB= |b-a|=|5-i-(2-3i)|=|3+2i|=1/32+22 =+[13
On remarque que OA = AB, donc le triangle OAB est isocéle de sommet principal A.
De plus OAZ + ABZ = OBZ, on en déduit que le triangle est rectangle en A.
Le triangle OAB est donc rectangle isocéle en A.

Propriétés
D ' ]
|z|]=0 < z=0 ; |-z|=]z| ; 1z | =]|z| L |z+Z|<z| +|Z]
22| = |z].|1Z o osizzo (Y-l (Z-D21
z| |Z| zZ| |Z]
O O 0
zz =|z|2 (donc zz OIR,) : siz#0 L1-_7Z_
z |z[?
Démonstrations

» Soit M le point d'affixe z dans le plan rapporté au repére (O;u,Vv) . On peut écrire :
|[z]=0 = OM=0 = M=0 - z=0
= Le point M' d'affixe -z est symétrique du point M par rapport a l'origine O.

La symétrie conservant les distancesona: OM'=0OM donc |[-z|=]|z]|
» Le point M" d'affixe z est symétrique du point M par rapport a I'axe (%,G) .
La symétrie conservant les distancesona: OM"=OM donc |z ] =]z

0 - O-
= Soit V le vecteur d'affixe z et V' le vecteur d'affixe z'.
0O- 0O-
On sait que le vecteur V + V' apour affixe z + Z'.

. o . O~ 0= 0 - O- . .
En utilisant l'inégalité triangulaire, on a " V +V "S " Vv ||+ " \A " donc |z+Z|<|z|+|Z|

= Si z a pour forme algébrique z =a + ib et si z' a pour forme algébrique z' = a' + ib’, alors :
zz' = (a + ib)(a' + ib) = aa' + iab' + ia’b + bb'i2 = (aa' - bb') + i(ab' + a'b)
Comme (aa' - bb’) et (ab’ + a'b) sont des réels, on en déduit que
|zZ'| = \/(aa' - bb')2 + (ab' + a'b)? = \/aza‘2 - 2aa’bb’ + bZb2 + a2b2 + 2ab'a’b + a'Zb?
= \/aza-z +b2b2 + a2b2 + a2p2 = \/az(a-z +b2) + b2(b2 + a2) = \/(az + b2)(a? + b2)
=+/a? + b2\[a? + b2 =|z]|.|Z|

*si Z#0 on a, d'aprés la propriété précédente |z'| x l‘ = Z'x%‘ =|1|=1,donc ‘zl‘ =|71.|
et |21 = |2x 2l = 1205 || = 1zt - L2
z z 1z| |Z]
0 O
»zZ = (a+ib)(a-ib)=aZ+bZ=|z|?2 (donc zz OIR,)
- O
-si z#0 T=Z%-_ZL_
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Exercice 09

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (O;u,v).
7-35 . (5+3i)(1+i)
3-2i 4 +i

19 Calculer le module des nombres complexes suivan ts: (7 + 35i)(3 + 2i) ;

29 Déterminer tous les points M d'affixe  z telsque zz=4.
390n considére le point A d'affixe 2 + 3i.
Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z telsque | z-(2+3i)|=5.

49Soit j= -%+ ilzg . Calculer | j|. Démontrer que j2= j .En déduire que j3 = 1.
(On dit que j est une racine cubique de 1)

190n peut écrire (7 + 35i)(3 + 2i) = 7(1 + 5i)(3 + 2i) . Donc

- [(7 + 35i)(3 + 2i)| = |7|x|(1+5i)|x|(3+21)|=7x\}@.2+52 x\[32 + 22 = 7426413 = 7+/2~/13/13
2

On en déduit |(7 + 35i)(3 + 2i)| = 7 x 13 xA/2 = 91

_‘7-351 _|7-35i]_ |7]x]1-5i] _7 12+(-5)2=7\/%=7\/E\/E=7\/§
3-2i | |3-2i] 13 - 2i] 32+ (22 13 13

_15+3i|x|1+i]_\/52+32/12+12 ~[34+2 _\2\/172 _,
|4 +1] \[42 + 12 \J17 \[17

29 Soit M un point d'affixe z
Onpeutécrire zZ=4 « |z2=4 - |z|=2 - OM=2
L'ensemble des points M tels que z z =4 est donc le cercle de centre O et de rayon 2.

| B3+
4+i

39 A étant le point d'affixe 2 + 3i et M le point d'affixe z, on sait que |z - (2 + 3i)| = AM
Alors [z-(2+3i)|]=5 = AM=5
L'ensemble des points M tels que |z - (2 + 3i)| =5 est donc le cercle de centre A et de rayon 5.

2 —
Jz_( Lﬁi) JL1.2y35,3;2.1.4/3;.3_.1.43;_7
2" 2 44 T4 T4 2 42772
On peut en déduire j3=jxj2=jx j =|j*=1

b) Argument

Définition
Soit le nombre complexe non nul z de forme algébrique a + ib et soit M le point d'affixe z.

. O-
On appelle argument de z tout nombre réel 6 tel que 8= (u, OM) [2(]]
On note 6 = arg(z)

Remargue
0 n'est pas unique, il est défini a 2k prés (k O Z) c'est-a-dire modulo 271

Exercice 10

Ecrire sous la forme trigonométrique ( cos0 +isinB)(cos@ +isin@') et #
cosO +isin®
= (cosO +1isinB)(cos O +isin®) =cosBcosO +icosOsin® +isinBcosO +i2sindsin®
=050 cosB -sinBsinB'+i(cosOsinB +sinB cosO')
=cos(6 + 6 +isin(0 + 0"
. 1. - ;o§e -isin@ _ _ Cos(-6) +1isin(-6) _ cos(-6) + i sin(-6)
cosO +isin® (cosB +isinB)(cosO -isind) cos20 +sinZ@
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Propriétés
Soient z et z' deux hombres complexes non nuls d'arguments respectifs 8 et 8", on a :
e arg(zz)=argz+argz [21]
o arg G) =-argz [21]
z
e arg (ZE) argz-arg z' [21]
« arg(Z)=nargz [2]
« arg(z)=-argz [2m]
« arg(-z)= argz+m [2m]
Démonstrations

Si z et Z' ont pour arguments respectifs 8 et 8' leur forme trigonométrique est :
z=r(cosO+isinB) avec rOIR, et Zz =r"(cos® +isin®) avec rJIR, .
= Onavu ( Exercice 10) que : (cosB +isinB)(cosB' +1isinB") = cos(0 + ') +isin(6 + 0') .
On peut en déduire : zz' = rr' (cosO +isinB)(cos®' +isin@) = rr' [cos(0 + 6') +isin(6 + 6')] .
Comme rr' est un nombre réel positif, on a donc arg(zz) =6+ 6 [2m].
Donc arg(zz)=argz+argz [2m].

= Onavu ( Exercice 10) que : ; = cos(- 0) + i sin(- 6)
cosB +1isin®

On peut en déduire que : %= % — 1 -1 [cos(- B) + i sin(- B)] .

cosO+isin® r

Comme %est un nombre réel positif, on a donc arg (l) =-0 [2]. Donc arg G) =-argz [27].
z z

€0s0+15IN0 _ (o5 +ising)x— L
cos@' +isin® cos@' +isin®
cosO +isin®
cosO' +isin®
Alors £'=£'X—cose+1sm9_£ [cos(B-8') +isin(@-6")] .
Z r cos® +isin@ r

= On peut écrire = (cos 0 +isinB) x [cos(- 6') + i sin(- 6")]

Donc =cos(0 - 0') +isin(B - 8') (en utilisant la premiére propriété)

Comme% est un nombre réel positif, on a donc arg (f) =0-0 [2m] .

Donc arg (ZE) =argz-argz [2m].
= Sachant que cos(- 8) = cosB et sin(- 8) = - sinB, on peut écrire: cos0 - isinB = cos(- B) + i sin(- 6)
Alors z =r(cosB -isinB) =r [ cos(- 8) +isin(- 0)] .
Comme r est un réel positif, on en déduit arg (z) =-06 [2m].
Donc arg (z) -argz [2m].
= Sachant que cos(8 + 1) = - cos0 et sin(0 + ™M) = - sin®, on peut écrire :
- (cosB +isinB) = - cosB -isinB =cos(0+ M) +1isin(0+ 1) .
Alors -z = -r(cos® +isinB) =r[cos(®+m +isin(®+ m].
Comme r est un réel positif, on en déduit arg (-z) =0+ [27].
Donc arg (-z) = argz+m [2m].

Exercice 11

Soit zy=2+2i et z,=1+ i\/§ . Ecrire z; et z, sous laforme trigonométrique.

, : o 4 S—
En déduire les formes trigonométriques de ZyxZy = (3 5 Zq 5 -zy
z
2

=z,=2+2i ,onadonc |zy|=|2+2i|=[2||1+i|=212+12 =2\[2

On peut alors écrire  z; = 22 (\/_ +% ) =22 (BE AE ) 2\/§<cos%[+ i sin g)
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Ch4 : Nombres complexes (TS)

* 7, =1+1i\3, on peut donc écrire z, =2 (—+13E) ( %[Hsm)

= On peut alors écrire

z1x22-2\/_<cos4+1smz>x2(cos—+1s1n ) [ ( )+1smG+gﬂ

Donc la forme trigonométrique de z, x z, est: z;xz; = a2 (cos— +1sin %)

T, i T
7 2\/§<cosz+1s1nz>

.Z_lz 2(Cos§+isi”§) HE[COSG g) isme'gﬂ \E[COS(' 12) lsm( 12)}

" (z4)3 = [Z\I_(COSZ +1sin ﬂ = (22)3 (cos +1sin T[) =8x2\2 (cos +1sin 321)

Donc la forme trigonométrique de (z;)3 est : (z;)3 = 1612 (cos— +isin %TT[)

* La forme trigonométrique de z, est 2\/5(C0$E+ isin E)

Donc la forme trigonométrique de "z, est z; = 2\/5 [cos ( E) +1isin ( Eﬂ
* La forme trigonométrique de z, est 2(cos§+ isin g)

Donc la forme trigonométrique de - z, est -z, =2 [cos <§ + T[) +1isin (§ + nﬂ

La forme trigonomeétrique de - z, est -z, =2 (cos 4?“+ isin 43")

-Ona z;= 2\/5(C0$%+ i sin E) ,donc (z4)2 = [2\/5(C0$E+ i sin Eﬂ = (2\[2)2 [cos (2 x%) +1 sin ( x%>:|

d 2=8( LA L[)

onc (z4) cos 5 +1 sin >

"7y = 2(cos§+ i sin g) donc "z, =2 [cos ( %[) +1isin ( gﬂ

. —(21)2 8 (cos Iyisin )/2 [cos ( E) +1sin ( Eﬂ = §[cos (T[+ E) +1isin (E+ Eﬂ
5 2 3 3 2 2 3 2 3

2
La forme trigonométrique de —— @) est 4 (cos%"+ isin %75
E2)

Remarque

D'apres les résultats précédemment démontrés, I'argument du produit de deux nombres complexes est égal a
la somme des arguments de ces deux nombres.

C'est-a-dire que la fonction 6 a $(8) = cos 6 +isin 68 esttelle que ¢(6 + 6" = $(0) x §(6").

Elle vérifie donc I'équation fonctionnelle caractéristique de la fonction exponentielle.

c) Ecriture exponentielle

Notation

Pour 6 0 IR, on note cosB+isin@=e'd et par conséquent pour r O IR: r(cos@+isinB) =re o
Cette notation est appelée notation exponentielle.
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Ch4 : Nombres complexes (TS)

Propriétés
Les résultats déja vus s'écrivent, avec la notation exponentielle : ‘
g g q . . 1 .
e, eif - ai@+0) 1 _ito oo Le=e‘(9'9')
e 10 e 10'
(eie)n=ei”9nDZ eld =g 0 —eif=gi®@+M
Remarqgues

« Lapropriété ei®xei® =e10+8) facile A retenir, permet de retrouver les formules d'addition :
cos(6 +0') =cosB cosO' -sinBsind' et sin(@ + ') = sinB cosO' + cosO sin &'
» La propriété (e i e)2 =eli® permet de retrouver les formules de duplication :
cos20 =cos?0-sin2@ et  sin20=2sinB cosH
- elb e 0 .
* On peut vérifierque : cos@=———— et sinB=

elf.e0
2 2i

. Ce sont les formules d'EULER.

..n .
« Larelation (€'®) =e'"® nOZ estappelée formule de MOIVRE.

Exercice 12

On considére les nombres complexes : z,=e ; Zp=e et =—.

19 Donner la forme exponentielle de Z
29 Donner les formes algébriques de  z; et z, . En déduire la forme algébrique de  Z.

39 En déduire les valeurs exactes de  cos 1—75 et sin 1—1; .
. 1T
LT 13 T s i TU
'3 e’ (39) 7 iclle &' 12
190na z;=e ° et ,donc Z=—= —= =e Z a pour forme exponentielle e
ZZ i—
e 4
s TO
i
29z4=e 3= cosT+isinI=1, iﬁ. La forme algébrique de z; est  z, -1, iﬁ
3 3 2 2 2 2
1S
i
zy=e 4=cosD+isinI=N2 . Y2 Laforme algébrique de z, est  z, 2,52
4 2 2 2 2
z, 12 47 _
Ona Z=—=——=——-=2,2Z, (car z, estun nombre complexe de module 1)
% 2,7, 1l
2“2

Donc Z=(%+1325)(32E-132E)=14E-34E1+l451+145=(34@+34é)+1(34@_)4@)

LT
o
390nsaitaussique Z=e '2=cos-L +isin-L .
) q 12 12

T, g N6 2 A6 -42
On a donc cos 12+1s1n 17 7] +1i )

La forme algébrique d'un nombre complexe étant unique, on en déduit que :

Cosﬂzm et Sinﬂ:M

12 4 12 4

Exercice 13

Ecrire sous la forme exponentielle ou sous la forme trigonométrique les nombres complexes :
a=3++4/3i ; b=£ ; c=5+11] El ; d=-2(cosg+ising)

1-i 7-4i\3
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Ch4 : Nombres complexes (TS)
Avec la T1 89, pour obtenir les nombres complexes sous la forme exponentielle, sélectionner MODE Format
Complexe POLAIRE (les angles doivent étre exprimés en radians)
Avec la T1 89, pour obtenir les nombres complexes sous la forme algébrique, sélectionner MODE Format
Complexe RECTANGULAIRE

sa=3++/31 ,donc |a|=1/32+4/32=40+3 =1/12 =2\/3

Donc a-= 2\/_(2\/— A\/L—) 2\/5(36*%1):2\/5 Cosgﬂ'sing)

T[
La forme exponentielle de a est a = 2\/§ e

el
- i

6
On peut exprimer de facon immédiate le numérateur et le dénominateur sous la forme trigonométrique ou
exponentielle :

\/E=\/§ei° etl-i=\/5e-.
i

On en déduit b=2e'® _ '3
VZe'

La forme trigonométrique de b est b = cos%[+ i sin%

ENE

Al:l

B =

1
La forme exponentielle de best b=e

5+ 11iy/3

7 - 4i[3
Le numérateur et le dénominateur ne peuvent pas s'exprimer de fagon simple sous la forme trigonométrique
ou exponentielle. Cherchons d'abord la forme algébrique de c.

_5+11i\/3 _ (5 +11i\/3)(7 + 4i\[3) _ 35+ 203 + 77h[3 - 443 _ 97+971\/__ 1403
7-4i\38 (7 -4i\3)(7 + 4iy3) 49 + 16 x3

21 3)_ 21T 21T
C= 2(2+132E) 2<c053+1sm 3)

. 2T

3

La forme exponentielle de cest c=2e
s TO
jo
«d=-2 cos—+1s1nn)—-2e 6
( 6 6

Attention, d n'est pas ainsi écrit sous la forme trigpnométrique ou exponentielle puisque -2 est un nombre
réel négatif.

Sachant que -1=e'™, on peut écrire
m . 5T

i—
d=2e'Te "—Ze( ) 2e 6=2e ©
La forme trigonométrique de d est d=2 (cos%n+ isin %T)

LI

j Im
La forme exponentielle dedest d=2e ¢

V. EQUATIONS DU SECOND DEGRE

Exercice 14

190n considére I'équation (E): z2-4z-5=0.
a)Montrerque: (E) = (z-2)2-9=0 - [(z-2)-3)][(z-2)+3]=0
b) En déduire les solutions de (E).
290n considére I'équation (F): z2-4z+13=0.
a)Montrerque: (F) < (z-2)2+9=0.
b) En remarquant que 9 = - (3i)2, trouver les solutions de (F).
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Ch4 : Nombres complexes (TS)
Avec la calculatrice T189, pour résoudre une équation dans IR, on utilise la commande solve() ou en francais
résol() disponible a partir du menu Algebra (F2).
Pour résoudre une équation dans C, on utilise la commande cSolve() ou en francais résolC() disponible a
partir du menu Algebra-Complex (F2)

19a) On peut écrire z2-4z=(z-2)2-4, donc z2-4z-5=(z-2)2-4-5=(z-2)2-9
Ona donc z2-4z-5=0 < (z-2)2-9=0 = (z-2)?2-32=0
Donc (E) = (z-2)2-9=0 = [(z-2)-3][(z-2)+3]=0
b) On obtient (E) = (z-5)(z+1)=0 = z=5 ou z=-1
L'équation (E) a donc deux solutions qui sont -1 et 5.
(On aurait pu retrouver ce résultat en utilisant le discriminant)
29a) On peut écrire z2-4z=(z-2)2-4, donc z2-4z+13=(z-2)2-4+13=(z-2)2+9
Onadonc (F) = (z-2)2+9=0
b) On peut remarquer que (3i)2=-9, donc - (3i)2=9
Alors (F) = (z-2)2-3i)2=0 < [(z-2)-3il[(z-2)+3i]=0
e (z-2-3i)(z-2+31))=0 = z=2+3i ou z=2-3i
L'équation (F) a donc deux solutions qui sont 2 + 3i et 2 - 3i.

Propriété

L'équation az +bz+c=0, ol a, b et c sont des réels (avec a # 0) admet dans € deux solutions (
Soit A =b? - 4ac le discriminant de I'équation.

* siA>0, les deux solutions sont réelles :  z; = m et Z; = M

2a 2a

» siA<O0, les deux solutions sont des nombres complexes non réels, conjugués I'un de l'autre :
_-b-iy-A - ZZ:-b+|3[ A
2a 2a

0 A 2 g 2
Le trindme az + bz + ¢ peut alors se factoriser sous la forme az' +bz+c=a(z-z()(z- 7)) .

Z4

Démonstration

r 2 K2 2 RK2. 2
aZ+bz+c=a|7+2z+S|=al(z+ L) - B C|oa|(z+ 2 .D2-4ac i, D) A

.l a a 2a) 4a? a 2a)  4al 2a) 4a?
a, b et c étant des réels, A =b? - 4ac est aussi un réel.

siA<O0, alors -A>0 eton peut écrire -A=\/-A2, donc A="/'A2=12ﬂ2=(iﬂ)2
azZ +bz+c=a (z+2)2 @}=a[(z+£)2_(ij-A)2}
a

i 432 2a 2a
Cafga b i Z+__£ cb-in-Aa, -b+iy-a
2a 2az 2a 2a 2a
On en déduit que I'équation az +bz+c=0 a deux solutions complexes conjuguées qui sont :
Z1=-b-1 -A ot ZZ:-b+1
2a 2a

La démonstration fait apparaitre la factorisation du trinbme az’ + bz +c sous laforme
az +bz+c=a(z-z)(z- ).

Exercice 15

Résoudre dans C , les équations :
z2-22+5=0 ; z2+3z-4=0 ; 4z2-4z+1=0 ; 2z2-5z+7=0

= 722-22+5=0
Le discriminant est A = (- 2)2 - 4(1)(5) = 4 - 20 = - 16 = (4i)?
A <0, l'équation z2 -2z +5=0 adonc deux solutions complexes conjuguées qui sont :
Soit zr%:l 2i et z,=1+2i

=1-2i et Z,=1+2i
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Ch4 : Nombres complexes (TS)
«22+3z2-4=0
Le discriminant est A = 32 - 4(1)(-4) = 9 - 16 = 25 = (5)2
A> 0, léquation z2+3z -4 =0 adonc deux solutions réelles qui sont
zj=—r"=—=-4 et z=—"——=2=1

z,=-4 et z,=1
« 472-4z+1=0
Le discriminant est A = (-4)2 - 4(4)(1) =16 - 16 =0
A =0, l'équation 4z2-4z+1=0 adonc une solution (double) réelle qui est :

« 222-52+7=0
Le discriminant est A = (- 5)2 - 4(2)(7) = 25 - 56 = - 31 = (i1/31)2
A< 0, l'équation 2z2 -5z +7 =0 a donc deux solutions complexes conjuguées qui sont :

z1='b'e5 et 22='b+6
2a 2a
Soit Z1 =5-A4@ et Zz:%@

V. UTILISATION EN GEOMETRIE

Rappel
La notion de distance correspond au module, la notion d'angle a lI'argument.

Propriétés

O- O- = o
Soient V et V' d'affixes respectives z et z dans le plan complexe rapporté au repére (O;u,Vv).
Si z et Z' ont pour formes trigonométriques :

Z=r(cos@+isinB) et z' = r(cos@O +isin0), Alors :

S
e (u, V)=06=argz [2m].
O-0-
e (V,V)=06-0=argz-argz [2m].

Démonstration
En utilisant la relation de Chasles sur les angles, on peut écrire :

O-0- O- . 0= O 0=
(V,V)=(V,u+(u,V)=(u,V)-(u,V)=0-0=argz-argz [2m].

Propriétés
A, B, C et D étant des points distincts d'affixes respectives z,, zg, Zc €t zp dans le plan complexe de repere
(O;u,Vv), alors :
O - i - 0=
» levecteur AB apour affixe zs-zs,etona : AB=|zg-zs| et (u,AB)=arg(zs-z) [21].
- D — |:| — -
. ED_|Z-% et (AB,CD)=arg(zp - zc) - arg(zs - za) = arg[22-2¢| [27].
AB Zg - Zp Zp - Zp
[ o 00 O0-0-= 1
e AB et CD sont orthogonaux = AB .CD =0 = (AB,CD) =3 [
- arg (M) =T m - 2" Zc gt imaginaire pur
Zg - Zp 2 Zp - Zp
L 0 - 0 - . O - 0o
e A, BetC sontalignés = AB et AC sontcolinéaires = AC =k AB , kOIR
- Ze ZAgR - arg (—ZC - Z:) =0 [m
Zg - Za Zg-Z
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Ch4 : Nombres complexes (TS)
Démonstrations

0 -
« le vecteur AB a pour affixe zz -za,etona AB = |ZB - ZA| .

R O -
De plus on a vu précédemmentque (u, V )=arg(z) [2m], z étant I'affixe de V .
. O-
On en déduitdonc : (u ,AB) = arg(zg - z5) [277] .

.Q:lZD-chz
AB | zg-zal

Zp - Zc
Zg - Zp

O-0- 0 - O-
On avu précédemmentque (V ,V')=argz -argz [2m], zétant 'affixe de V et Z l'affixede V'.

, . D — |:| — _ _ ZD ZC
On en déduit que (AB,CD) = arg(zp - z¢) - arg(zs - za) [2m] = arg [21] .
Zg - Zp

0 - 0> 0- 0 )
+ AB et CD sont orthogonaux - AB.CD=0 = (AB,CD)=§ [M - arg (ZD ZC)=§ [m]
et enfin, les nombres complexes imaginaires purs (non nuls) sont les nombres complexes ayant pour
argument 5 ou = (modulo 21), c'est- a-dire I (modulo L)

- A,BetCalignés = AB et AC colinéaires - AC =k AB ,kOIR

o zc-za=k(Zg-7p) ,kOR o ZZAQR
Zp - Zp
et enfin, les nombres réels (non nuls) sont les nombres complexes ayant pour argument 0 ou 1 (modulo
21), c'est-a-dire 0 (modulo ).

Exercice 16

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonorma | direct (O;u,V), on considére les points A , B
et C d'affixes respectives a=1, b=1+2i et c=1++3 +i

Calculer E'—a et I'écrire sous la forme exponentielle. En dédui  re la nature du triangle ABC.

c-a_1+\3+i-1_\3+i_([3+0)i_-1+nf3 _1 A3 _ 3
b-a 1+2i-1 2i 2i2 -2 2 2
. T
' AC_|c-a AC _|.7"3| 2 _
On sait que 8 |5 a donc AB e 1 donc AC=AB
c-a _ ( ) T
et ( ) arg [2] donc ( = arg = [2m
b-a 3

On en déduit que le triangle ABC est équilatéral .

Exercice 17

Le plan complexe est rapporté au repére  (O;u, V).
On consideére la translation  t de vecteur w d'affixe w =2 +1i, 'hnomothétie h de centre A d'affixe

a =2 +4i etderapport % et larotation rde centre B d'affixe b=1-i etd'angle g

Soit M le point d'affixe  z.
19 Soit M 4 d'affixe z4 limage de M par t.
Donner l'affixe du vecteur I\%M}. En déduire I'expression de  z; en fonction de z.
29 Soit M , d'affixe z, l''mage de M par h.
Exprimer le vecteur EM_'Z en fonction du vecteur EM. En déduire I'expression de  z, en fonction de z.

39 Soit M 3 d'affixe z3 l'image de M par r.
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L . BM3 0- 0 , . Z3 = b
Déterminer BT et (BM,BM3) . En déduire le module et 'argument de el
En déduire I'expression de  z3 en fonction de  z.
49 Utiliser les résultats précédents pour trouver les affixes des images par t, h et r du point O.

O- - 0 -
19M, est limage de M par t, onadonc MM, = u et par conséquent MM, a pour affixe 2 +1i .

O -
Sachant que MM, a pour affixe z; - z, on en déduit que z; -z =2 +i
Donc z;=z+2+i

O - O-
29M, est limage de M par h, on a donc par définition  AM, = - % AM .
0 - O-
Sachant que AM, a pour affixe z, - a et que AM a pour affixe z - a, on en déduit
22-a=-%(z-a) , donc 22-2-41=-%(z-2-41’)=-%z+3+61’

donc 22=-%z+3+6i+2+4i=-%z+5+101'
39M; est limage de M par r, on a donc par définition BM; =BM et ( M, I\/T)=%[[2T[]
Donc o3 1et(l\ﬁ|§ =1 121y

BM 373 e

O- 0O z3-b
et (BM,BM;) = arg
z-b

b
a pour module 1 et pour argumentg

-b
z-b

On sait que BM;
it que ——=
ave Bm

P Z3 -
On en déduit que
Z -

z3-b i3 i3
On a donc b=e donc z3-b=e

(z-b)

c'est-a-dire 23-1+i=(%+1£)(z-1+i)
donc z;;—((%ﬂ'lz[) £ 1; £+1-'—(%+1SB)Z+_-£ lE 1;
0

2
49O a pour affixe 0. Les résultats precedents per mettent de donner les af?xes de t(O2) h(O) et r(O).
t(O) a pour affixe z;=0+2+1i donc t(O) a pour affixe 2 +i

h(O) a pour affixe z, = % x0+5+10i donc h(O) a pour affixe 5 + 10i

1£ £%i

r(O) a pour affixe z3 = (—

7o
13]3§

donc r(O) a pour affixe 2 5 >

Propriétés
» L'application qui au point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z'=z+b ou b est un nombre complexe

fixé, est la translation de vecteur DVH d'affixe b.

» L'application qui au point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z avec z' - w=k(z - w) ou k est un
nombre réel non nul fixé et w un nombre complexe fixé, est 'homothétie de centre Q d'affixe wet de
rapport k.

» L'application qui au point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z' avec 7' - w= eld (z- w) olaestun
nombre réel fixé et wun nombre complexe fixé, est la rotation de centre Q d'affixe w et d'angle a.

Remarque
L'expression de z' en fonction de z est appelée écriture complexe de I'application.
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Démonstrations

—

O- O
e Sile point M'a pour affixe z'=z+b , alors z'-z=b, donc MM'= V
O-
L'application est donc la translation de vecteur V .

O~ O-
e Sile point M' a pour affixe z avec z' - w=k(z- w) , alors QM' =k QM
L'application est donc I'hnomothétie de centre Q et de rapport k.
« Sile point M' a pour affixe z avec z' - w=e'%(z- w), alors Z_L=eia
Z-W

Donc

zZ- oo‘ =1 et arg (u)) =a [2m]
Z-w Z-W
o oM’ 0- 0O~ o O- O
On en déduit que m= 1 et (QM,QM') =a [21] , c'est-a-dire QM'=QM et (QM,QM") =a [21].

L'application est donc la rotation de centre Q et d'angle a.

Exercice 18

Reconnaitre la transformation du plan qui au point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe z' avec :
Zz'=z-3+2i z'=32E(1+i)z z'=-2
z'-i=2(z-1) z'=-iz Z'+1l=iz+i.

e Z=7z-3+2i estdelaformez =z+b avec b=-3+2i

0 -
L'application est la translation de vecteur V d'affixe b = -3 + 2i

.L[ .L[
. z'=32E(1+i)z - z'=(32E+122 Z o z=e%z7 o z'-0=e]4(z-0)

L'application est la rotation de centre O et d'angle %[

e Z=-2 o (Z-0)=(-1)(z-0)
L'application est I'hnomothétie de centre O et de rapport -1 .
C'est aussi la rotation de centre O et d'angle 1 : on peut écrire  (zZ - 0) = ei”(z -0)
et aussi la symétrie centrale de centre O.
o Z-i=2(z-1)
L'application est 'nomothétie de centre Q d'affixe i et de rapport 2 .

I

e Z=-iz - Z=e 1z

L'application est la rotation de centre O et d'angle - g

. T
| I
e Z+1l=iz+i o Z+1=i(z+1) o Z+l=e r(z+1)

L'application est la rotation de centre Q d'affixe -1 et d'angle %[

Exercice 19
Donner I'écriture complexe des transformation suiva ntes :

O-
translation de vecteur V (1;2),
homothétie de centre A d'affixe -1 + i et de rapport -3

rotation de centre B d'affixe 3 -ietd'angle g

O-
= Levecteur V (1;2)a pour affixe 1 + 2i

. . o- . .
L'écriture complexe de la translation de vecteur V estdonc z' =z + 1+ 2i

= L'homothétie de centre A d'affixe -1 + i et de rapport -3 est caractérisée par :
Z-(-1+1i)=-3[z-(-1+i)] cest-a-dire zZ+1-i=-3z-3+3i
donc z'=-3z-3+3i-1+i
L'écriture complexe de I'homothétie de centre A d'affixe -1 + i et de rapport -3 est z'=-3z-4 +4i
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Ch4 : Nombres complexes (TS)

= La rotation de centre B d'affixe 2 - 4i et d'angle gest caractérisée par :

I
Z-(2-4)=e 8[z-(2-4i)] cestadire z'-2+41=(125+%1)(z-2+4i)=(BZE+%1')Z-\/§+2\/§1-1+212

donc z'=(ﬂ+%i)z-\/§+2\/§i-i-2+2-4i

2
La rotation de centre B d'affixe 2 - 4i et d'angle ga pour écriture complexe :

z'=(3zﬁ+%ijz-\/§+2\/§i-51

Exercice 20

Etant donnés A(1 + i) et B(2 - 3i), déterminer les affixes des points M tels que ABM soit un triangle
équilatéral.

Etant donnés deux points distincts A et B, il existe deux points C et D répondant & la question.

On peut caractériser C comme étant I'image de B par la rotation de centre A et d'angle%[ et D comme étant
l'image de B par la rotation de centre A et d'angle - g

C étant I'i'mage de B par la rotation de centre A et d'angle g ona:

ix il
Zo-zp=€ 3(zg-2p) donc zo=e 3(zg-zZp) +Zp

zC=(%+iBZE)(2-3i-1-i)+1+i= (%+132§)(1-41)+1+1
=%-2i+132§+ \/§+1+i=%+ \/EH'GZE-l)

. T
-1
D étant I'image de B par la rotation de centre A et d'angle - g ona:zp-zy=€ 3 (Zg - Zp)

I
donc zp=e ' *(zg-2p)+2n =(%-1125)(2-3i-1 Si)+l+i= (%-1125)(1-41)+1+1
=%-21-1325-2\/§+1+i=%-2\/§+i(-125-1)
Il'y a donc deux points M tels que ABM soit un triangle équilatéral, ce sont les points d'affixe

3 (A3 3. (A3
S+2 3+1(2 1) et > 2\/§+1( 5 1)
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