Ch5 : Fonction Logarithme (TS)

FONCTION LOGARITHME

|. DEFINITION DU LOGARITHME

a) Définition

Probléme:

Soit a un réel strictement positif.

Démontrer que I'équatio& = a admet une solution uniquedans IR.
(théoreme des valeurs intermédiaires appliqué@nietionx 0 0 - exp)

Pour tout nombre réel a strictement positif, ilst&iun unique réedtel quee‘ =a
Par convention, on note ce nombrea)fue I'on appelle logarithme népérienale

Exemples
¢ Le nombrex tel que &= 3 est In 3.

¢ Le nombrextel que &€=5 estIn 5 ainse™® =5.

Conséquences
¢ Ine=1etlnl1=0

¢ XOO - In(X) est définie sui?

¢ Pour tout nombre réel a strictement posiif¢ = a .
Pour tout nombre réel En,(e“ ) =a.

On dit que la fonction logarithme est la fonctié@eiproque de la fonction exponentielle, c’est a
dire :

e y=InX) = & =x

» Les deux courbes sont symétriques par rapporpeetaiere bissectrice € x)

b) Propriétés

\ Si a et b sont deux réels strictement positifgsalin(a.b) = In(a) + In(b)

Démonstration :
eln(ab) —ab= eln(a) eln(b) - eln(a)+ln(b)

la fonction exponentielle étant strictement craissa
In(a.b) = In(a) + In(b)
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Remarque :

Cette propriété se généralise au cas d’'un pro@uitails, quatre, ... facteurs,

In(a,-&. ... .@) =In(a) +In (@) + ... +In(a)

Elle sert dans les deux sens. Par exemple :

In(6) = In(3%x2) =1In(3) + In(2)

Elle peut servir a simplifier certaines expressions

In(x + 1) + In(2x + 1) = In + 1).(2x + 1)) = In(2¢ + 3x +1)

Si a et b sont deux réels strictement positifs ettrun entier alors :
D-_ a) - _
In (a) - _In(a) In(b) In(a) — In(b)
In(d) = nx In(a) I+/a) =% In(a)

En résumé, le logarithme népérien a la particéaté transformer les produits en sommes, les
quotients en différences et les puissances enpticitiions.

Démonstrations :
* Ona: a<%1: 1. Donc : | axg: In (1)

In (a) +@ =0
@ - _In(a)

e On peut écrire :

In @ =1In (axt—l)j =In (a) + |n@ =1n (a) - In (b)

e Soit n un entier positﬁlorsque n est négatif, a est remplacé:—j)ar
In (@) = In(axax ... xa) =In (@) +In(a) + ... +In(@) =xlin (a)
« Lorsque a est un réel strictement positif, offex+/a = a. Ainsi :

in{+/ x /3] = In(2)
2.In+/3) = In(a)

inl-/3) = % In(a)

Exemples:

Simplifier chacune des expressions suivantes :
A = In(24) B =In(\/72)
C=Inx+3)—In(xX+1) D=1In(8) +In (10) + | 410)
E=1In(3)—In (3) F= |n@ +1n @ —In(2)
G =1In(79+ 2 In (49) H=41In(25)-21In/5
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ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME

a) Variations

Ch5 : Fonction Logarithme (TS)

La fonction logarithme est dérivable sur ] 0¢oH
1

Sa dérivée est(in(x))’ = >

Démonstration :

() =) = (nWyxe”=1- (InW)xx=1 - (In() ==

Sachant que la dérivée de la fonction Iogarithnn%eSqu’elle est définie stR*", la dérivée est

positive, et la fonction est donc croissante suirtervalle.

D’ou le tableau de variations suivant :

+o0

f1(x) —|—

+o0

%) /

et la courbe suivante :

Pour tous réela etb strictement positifs,
* Ina>Inb équivaut aa>b
* Ina=Inb équivaut daa=b
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consequences :
Pour tout réek strictement positif :
* Inx=0 équivautax=1
* Inx<0 équivauta 0x<1
* Inx>0 équivaut ax>1

b) Limites
Les limites suivantes sont a connaitre :
lim Inx= 4o
X —» +oo
im InXx= -0
X0
. In x
im —=0
X —» +o0o X

Conséquence :
L’axe des ordonnées est asymptote verticale alebeaeprésentant In.

Exemples :
Etudier la limite en +o0 de chacune des fonctions suivantes.
a) Pour tout réelx > 3, f(xX) = In(x2 — X + 1).

b) Pour tous réelsx > —%, g(x) =In(x + 3) — In(X + 1).

Examinons la limite enco : on obtient une forme indéterminée du typ® « co ».
Pour déterminer la limite déx) en +co, nous allons devoir en modifier I'écriture.

f(x) = In(x + 3) — In(X + 1) = |n(’“r 3)

2x+1
. X+ 3 _1 .
Or, ) llrpoo (Zx " 1) =5 (mise en facteur d¢
donc: Ilim g(x) =In Gj =—1In(2)
X —» +00 2

c) Fonction In(u)

Siu est une fonction dérivable et strictement posisiveun intervalle | alors :

Ln (u) est dérivable sur l'intervalle | et @y = UU

Exemples :
 f est la fonction définie surR par f(x) = In(x2 + 1).
Le polynémeu définie pamu(x) =x2 + 1 est strictement positif et dérivable Bur

L. von . 2X
Donc f est dérivable suR et f’(x) =2+ 1
e Lafonctiong: x a In(2x — 1) est définie pour  —1 > 0, c’est a dire pourx >%.
Alors g est dérivable suré ; +oo [, et pour toutx[] %; +oo [, g'(X) :in_l
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II. Equations et inequations

Méthode :

Pour résoudre une équation du typau(l) = Inv(x) (respectivement une inéquation du type In
uix) = Inv(x) ) :

— on détermine I'ensemble des réetsls queu(x) > 0 etv(x) > 0 (dans ce cas I'’équation est
bien définie) ;

— on résout dans cet ensemble I'équatifx) = v(X) (respectivement I'inéquation(x) = v(x)).
Exemples :

e Résoudre I'équation : In(X—-4) =0
— Il faut tout d’abordx —4 > 0, c'est a direx> 2

— Puis on résout Ink2-4) =0 équivalantax2-4=1,cestadire=7

N1O1

e Résoudre l'inéquation : Ink — 10)< 0
In(x— 10)< 0 équivaut & <x—10 <1, c’est a dire : 10x< 11.
L’ensemble des solutions est alors : ] 10 ; 11 [.

e Résoudre I'équation : Ink2 — 4) = In(X).

— on cherche les nombresels quex?—4 >0 et 8> 0.

Or —4>0 lorsquex(]] —o ; =2 [U ]2 ;4o [ et X >0 lorsquex > 0.
L’équation sera alors résolue dans I'ensemble 23 o |.

—de plusx2 — 4 = X signifie ¥ — X -4 =0.

On trouveA = 25 et les solutions song = -1 etx, = 4.

Or, 401 et 1001,

donc la seule solution de I'équation ¥h{ 4) = In(X) est 4.

¢ Résoudre I'inéquation : In(X + 4)= In(6 — ).

On cherche les réelstels que 2+ 4 >0 et 6 —2> 0, c’'est a dire tels que> -2 etx < 3.
L’inéquation doit alors étre résolue dans 'ensembl=]-2 ; 3 [.

De plus, 2+ 4> 6 — X éequivaut ax = %

L’ensemble des solutions est alors : ] -2 13 [% ; +oo [, C’'est a dire é 3

* Reésoudre I'équation : (Inx)2— 3 Inx — 4 = 0 avex >0
On pose X = Irx et on obtient I'équation : X2—-3X-4=0
A = 25. Les solutions sont alors i X-1 et X=4
On résout alors les équations xlr —1 et on obtientx = e*
Inx=4 et on obtientx = €
Les deux solutions de I'équation sont alotseeé.

V. LOGARITHME DECIMAL

La fonction logarithme décimal, notée log, estdadtion définie sur] 0 ;e [ par :

_In(
109 ®) =15 10y

Ainsi log(1) = 0, log(10) = 1.
Pour tout entien, log(10") = n.
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