Classe de Premiére ES, option Maths (603 - 605)

Chapitre 3
Calcul matriciel

1. Définitions et Vocabulaire

a. Définitions d'une matrice

Définition
Une matrice de dimension nxp est un tableau de nombres comportant n lignes et p
colonnes
Exemples
'3 7 8 7 Cette matrice a pour dimension 3x4
21 4 5 Elle comporte 3 lignes et 4 colonnes
5 6 10 2 C'est une matrice quelconque
I
'3 6 -5 7 Cette matrice a pour dimension 4x4
47 8 1 Elle comporte 4 lignes et 4 colonnes
08 2 -5 C'est une matrice carrée
IO 0O -1 6
Cette matrice a pour dimension 1x5
7 13 11 5 3 Elle comporte 1 lignes et 5 colonnes
C'est un vecteur ligne
| |
1
4 Cette matrice a pour dimension 5x1
2 Elle comporte 5 lignes et 1 colonnes
5 C'est un vecteur colonne
-3
1
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Si

a, 4, Qg .. a, a, a, Qi .. a,

A, A, Ay a,, a, a,, A ... a,

a, a,, Qg .. a,, ) a, a,, Qi ... a,
= alors A=

|a"1 a, G, . aan Iczlp P JN— a"PI
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b. Vocabulaire

Les nombres dans les matrices se nomment : les coefficients de la matrice
Onnote a, le coefficient al'intersection de la ligne i et la colonne j.

] i
a, A, Qi . a,
A, A, G,y e a,,
A, Ay Gy o, a,,
Toute matrice est de la forme :
Ian1 a, A, .. anpI

Une matrice carrée est une matrice avec le méme nombre de lignes et de colonnes
Onaalors n = p.

Un vecteur colonne est une matrice avec une seule colonne

Un vecteur ligne est une matrice a une seule ligne

Deux matrices sont égales si elles ont la méme dimension et les coefficients situés a
la méme place sont égaux.

c. Transposée d'une matrice

Définition

La transposée d'une matrice est obtenu en échangant les lignes et les colonnes
Si A est une matrice alors sa transposée se hote : 'A

Les lignes de A sont les colonnes de 'A
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Exemples
I325I
37 87 21 6
A=[2 1 4 b5 fA=8410
10 2
5 6 10 25 2
| i
i I i |
36 -5 7 34 0 O
B=478 1 fB:6780
O 8 2 -5 -5 8 2 -1
0 0 -1 6 7 1 -5 6
i 0
4
c=|4 10 3 4 "C=1:
4
1 B
-
5
2 P T
D=1 D=|5 2 1 6
6
1

2. Additions et Soustractions

a. Les additions et soustractions de matrices

Régle de calcul

La somme (ou la différence ) de deux matrices A et B de méme dimension est la

matrice obtenue en ajoutant (ou soustrayant ) les coefficients de A et B situés a
la méme place.

Exemple
37 8 7 O 3 47 3 10 12 14
Si A=|2 1 4 5B| et B=|1 3 6 1| adlors A+B=|3 4 10 6
5 6 10 2 O01 9 5 6 11 11
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Remargue :

A+B a la méme dimension que A et B.

b. Multiplication par un réel

Régle de calcul
Le produit d'une matrice par un réel A, est la matrice AxA obtenue en multipliant

chaque coefficient de A par A.

Exemples
37 8 7 30 70 80 70
si A=|2 1 4 5| dors 10A=|20 10 40 50
5 6 10 2 50 60 100 20
| \
17 8 7
> 14 s 17 87
Si A=?§ ? ? alors 3A=2 1 4 5
10 2
5 6 10 2 >0
3 3 3 3
| |
| \
17 8 7
L7 s 7 2 2 2 2
2 1
si A=|2 1 4 5| alors ;—Azgz“?%
5 6 10 2
5 6 10 2
2 2 2 2
| i
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3. Multiplications

a. Produit d'un vecteur ligne par un vecteur colonne

Régle de calcul

bl
bZ
a, a, a, , a,| x i = a,Xb+a,xb,+..+a Xb +aXxb
bn—l
bﬂ
| |
Exemple
n
3
1
1 4 2 0 1] x 5] = 1x3+4x1+2x5+0x4+1 %0 = 17
4
0
)
b. Produit d'une matrice par un vecteur colonne
Régle de calcul
Pour multiplier une matrice A ( nxp ) par un vecteur colonne B( px1), on multpilie
chacune des n lignes de la matrice A par le vecteur colonne B
On obtient alors un vecteur colonne
Exemples
si A=24 ot B=5 alors A><B=2 4><5=2X4+4X7=36
3 2 7 3 2| [7] |3 xb+2 X7] |29

i 1
Si A= 2 41 et B=|0| alors
3 2 2 0

2 x1+4 x0+1 %0
3 x1+2 x0+2 %0

1

2 4 1
A = =
xB[322]><0

)
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Exemple
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Si A=2 4 1] et B=|1| alors
3 2 2
lO
o m
2 4 1 2 x0+4 x1+1 x0]| |4
3 2 2 0 .3><O+2><1+2><O 2
0
Si A=2 4 1 et B=|0| alors
I1
2 41 2 X0+4 x0+1x1] |1
AxXB=
3 2 2 3><O+2><O+2><1 2
X
Si a=[2 41 et B=|y]| alors
3 2 2
Z
X
Ax B = 2 x|y |= 2x+4y+1z
3 5 3x+2y+2z

d. Produit de deux matrices

Régle de calcul

Si A (a;) estune matrice de dimension nxp et B (b,) est une matrice de

dimension pxm alors C=AxB (¢} est une matrice de dimension nxmet C, est

le produit de la i-eme ligne de A par la j-éme colonne de B.

2 4 1

~ 241
3 22

014
><O 1 7
1 56

01 4
et B=[0 1 7| alors AXB=
1 5 6

2 X0+4 x0+1 x1 2 x1+4 x1+1 x5 2 x4+4 x7+1 x6

AXB=
3 x0+2 x0+2 x1 3 x1+2 x1+2 x5 3 x4+2 X7+2 X6

1 1 42
2 15 38
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e. Propriétés de la multiplication

La multiplication n'est pas commutative :

AxB # BxA
Exemple
A= 2 0 et B= -1
3 4 4 5
La multiplicatin est distributive par rapport a |'addition :
Ax(B+C)=AxB+BxC
Exemple
A=2 0 , B=_1 1 ot C=1 7
3 4 4 5 8 2
La multiplication est associative
Ax(BxC)=(AxB)xC
Exemple
A=20,B=_11 C=17
3 4 4 5 8 2

4. Matrice unité et Inverse

a. Définition

Définition
I,est une matrice unitésivVie N ,a;=1etai=0siizj
Tous les coefficient de la diagonale sont égaux a 1 et les autres sont tous nuls

Exemple
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Définition
Soit A une matrice carrée n x n.
La matrice A" est |'inverse de Assi Ax A1 = Alx A= T,

Exemple

Si A=2
3

0 -1
lors A=
4] alor

1
2
-3 1
| 8
Eneffet: Ax Al= Alx A= T,

b. Recherche de |'inverse d'une matrice

Régle de calcul
Pour déterminer |'inverse d'une matrice M carée d'ordre n, on recherche une
matrice N dont les coefficients sont des inconnues telle que M x N = I,

Exemple
: 3 2 ,
Soit M=[2 1] On cherche une matrice N telle que MN = T,
a b
Onpose N-=
n pose [c o

3a+2¢c 3b+2d

o) l M=
n a alors race  2bd

3a+2¢ 3b+2d

Ainsi, MN = T equivalent a
insi, equivalentd | = o

i

Ou encore : 3a+2c=1
3b+2d=0
2a-¢c=0
2b-d=1
Ontrouve a=1/7,b=2/7,c=2/7 etd=-3/7

On en déduit que la matrice M est inversible et M™'=

N NN
\1|(L, ~ |
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Remarque :

a
Cc

Soit A=

b .
d] une matrice carrée d'ordre 2
A est inversible si, et seulement siad-bc #0

_ 1 -
Si A est inversible, on démontre facilement que A e S— d b
ad—-bc|—c a

5. Résolution de systémes d'équations

Exemple
L, 2x-3y=8
Je souhaite résoudre 3x+5y=—7
2 =3[ |x|_[2x-3y
or, x|” |=
3 5 y| |3x+5y
ce systeme est équivalent a |'équation suivante : AX = B
avec A:Z -3 , X=X et B= 8
3 5 y -7

orAX=B o ATxAxX=A"xB
doncAxX=B o I,*X=A"xB & X=A'xB

Il reste donc a calculer A'et de calculer A x B
pour obtenir x et y. Attention A" est d gauche dans A™ x B

5 3
On trouve A '= 19 19
-3 2
19 19
| B
] | ] | ] |
X 19 19 8 19 19 19 1
donc 1 =35 2 [M=7[7| =3 2 _|7|-38 [T|-2
yi|==2 < 2 w8 -Lox7| =2
| 19 19I I19 19 I 19 |
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6. Autres calculs

a. Puissances de matrices
Pour calculer A" on effectue AxAxA ....xA ( n fois )
Exemple

J= montrer que J =0

o O O
O O =
o -~ O

b. Image d'une matrice par une fonction polynéme

On note la fonction Ax)=(x-2)(x-3)(x-5)
Soit A une matrice carrée nx n
Pour calculer f(A) on effectue (A - 2I,.)( A - 3I,)( A - 5I,)

Exemple
2 00
Si J=|0 3 0| montrer que {A)=0
0 05
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